ad 65. Mathematik-Olympiade
pradey
%&9 % 1. Runde (Schulrunde)
Ne ®
o 8 2 Aufgaben

©) 2025 Aufgabenausschuss fiir die Mathematik-Olympiade in Deutschland
www.mathematik-olympiaden.de. Alle Rechte vorbehalten.

Hinweis: Der Lisungsweg mit Begrindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar
sein. Du musst also auch erkliren, wie du zu FErgebnissen und Teilergebnissen gelangt bist.
Stelle deinen Losungsweg logisch korrekt und in grammatisch einwandfreien Sdtzen dar.
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In einer Mathe-AG stellt die AG-Leiterin drei Gefiafte auf den Tisch. Das erste Gefaft fasst
genau 10 Liter und ist bis zum Rand mit Wasser gefiillt. Das zweite Geféf fasst genau 5 Liter
und ist leer. Das dritte Gefaf fasst genau 3 Liter und ist ebenfalls leer. Keines der Geféfse hat
eine Mess-Skala. Nur durch Umgieften soll die Wassermenge, die sich im ersten Gefafs befindet,
so auf die drei Gefifse verteilt werden, dass sich schlieflich in einem der Geféfe genau 1 Liter
Wasser befindet. Die AG-Leiterin behauptet: ,,Das schafft man mit viermaligem Umgiefsen.*

Beweise, dass diese Behauptung richtig ist.
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Marie und Olga sehen in einem Baumarkt ein Ziegel-
dreieck, das sind Ziegel, die in Form eines rechtwink-
ligen Dreiecks gestapelt sind, sieche Abbildung. In der
untersten Reihe liegen 10 Ziegel. —

In jeder weiteren Reihe dariiber liegt ein Ziegel weniger
bis zur 10. Reihe, in der nur noch ein Ziegel liegt.

Marie will wissen, wie viele Ziegel dort insgesamt gestapelt sind, und beginnt laut die An-
zahlen der jeweiligen Reihen zu addieren. Olga unterbricht sie schnell und nennt die korrekte
Anzahl. ,Wie bist du so schnell darauf gekommen?* fragt Marie. Olga antwortet: ,Ich habe die
Summenformel von Gauk angewandt.”

Der Satz zur Gaufischen Summenformel lautet:

Fir alle natiirlichen Zahlen n grofer als 0 ist %n (n+1) die Summe aller natiirlichen
Zahlen von 1 bis n.

a) Begriinde die Gaufssche Summenformel am Beispiel n = 10. Ergéinze dazu das Ziegel-
dreieck aus der Abbildung mit einer Kopie des Ziegeldreiecks zu einem Rechteck. Be-
rechne die Anzahl an Ziegeln in diesem Rechteck und damit die Anzahl an Ziegeln im
Ziegeldreieck.

b) Berechne die Summe aller natiirlichen Zahlen von 1 bis 1000.
c¢) Berechne die Summe aller ungeraden natiirlichen Zahlen kleiner als 1000.
d) Berechne die Summe aller durch 8 teilbaren natiirlichen Zahlen zwischen 65 und 2025.

‘Auf der ndchsten Seite geht es weiter!
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In einer Reihe liegen genau 65 Karten. Alle Karten liegen mit der Vorderseite nach oben. Die
Karten sind von links nach rechts von 1 bis 65 aufsteigend nummeriert.

Im ersten Schritt wird jede Karte umgedreht. Im zweiten Schritt wird jede zweite Karte
umgedreht, also die Karten mit den Nummern 2, 4, 6, 8 und so weiter. Im dritten Schritt wird
jede dritte Karte umgedreht, also die Karten mit den Nummern 3, 6, 9, 12 und so weiter.
Dieses Verfahren wird fortgesetzt, bis im 65. Schritt jede 65. Karte umgedreht wird, also nur
die Karte mit der Nummer 65.

Untersuche, welche Karten am Ende mit der Riickseite nach oben liegen.
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Das Geometrie-Programm GeoMO zur ebenen Geometrie beherrscht neben der bedingungslo-
sen Wahl von Punkten in der Ebene folgende Konstruktionen jeweils aus vorgegebenen oder
schon konstruierten Objekten:

— Konstruktion der Geraden durch zwei verschiedene Punkte und des Kreises um einen
Punkt als Mittelpunkt und durch einen anderen Punkt oder mit der Lénge einer Strecke
als Radiuslénge.

— Konstruktion der Schnittpunkte zweier Geraden, zweier Kreise sowie einer Geraden
und eines Kreises.

— Konstruktion der Mittelsenkrechten und des Mittelpunkts einer Strecke, der Win-
kelhalbierenden eines Winkels, der Parallelen und der Senkrechten zu einer Gera-
den durch einen Punkt.

— Konstruktion von Strecken, Strahlen, Halbebenen, Winkeln, Kreisbogen und
Vielecken aus sie eindeutig bestimmenden Punkten, Geraden oder Kreisen.

— Auswahl eines Punktes aus mehreren Punkten sowie die Wahl eines Punktes, der auf,
innerhalb oder aufterhalb eines Objektes liegt, zwischen Objekten liegt oder verschieden
von einem Punkt ist.

Weitere Konstruktionen beherrscht dieses Programm nicht, sie sind also bei Bedarf aus den
obigen zusammenzusetzen.

In GeoMO sind zwei voneinander verschiedene, zueinander parallele Geraden g und h sowie ein
Punkt P zwischen ihnen vorgegeben. Es ist ein Kreis k£ zu konstruieren, der g und h beriihrt
und durch P verlauft.

a) Gib eine Konstruktionsbeschreibung mit Konstruktionsschritten des Programms GeoMO
zur Konstruktion eines solchen Kreises an.

b) Fertige eine Zeichnung mit den in der Konstruktionsbeschreibung aus Teil a) beschrie-
benen Punkten, Geraden und Kreisen an und beschrifte in dieser Zeichnung die verwen-
deten Punkte, Geraden und Kreise.

c¢) Begriinde, warum der nach der Konstruktionsbeschreibung aus Teil a) konstruierte Kreis
k die Forderungen erfiillt.



